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Introduction 
Le comportement asymptotique du mouvement brownien d’une variete 
riemannienne a courbure negative a CtC ttudie par J. J. PRAT [13]. Une 
etude analogue pour l’image d’un brownien par une application harmonique 
a dilatation bornee a conduit W. S. KENDALL [9] a une demonstration 
probabiliste d’un theoreme de S. I. GOLDBERG, Z. HAREL, S. T. YAU [6], 
[ 191, [20] gCnCralisant le petit theoreme de PICARD. Dans la mCme direction, 
S. I. GOLDBERG et C. MUELLER [5] ont obtenu des conclusions voisines pour 
des applications harmoniques quasi-conformes. 
L’extension de ces resultats a des classes convenables de martingales 
a valeurs dans une variCtC, les martingales h dilatation borne’e et les 
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martingales quasi-conjiirmes, qui fait l’objet de ce travail, necessite le 
remplacement de la propriete de MARKOV absente dans ce contexte par 
une propriete de conditionnement : une martingale apres translation et 
conditionnement par un temps d’arret reste une martingale ayant les m&mes 
caracteristiques (voir la proposition 3.2 pour un &once precis). 
L’utilisation constante de cette propriete est combinee a la methode de 
comparaison de P. MALLIAVIN [lo]. Pour appliquer cette derniere, il a fallu 
proceder a des estimations precises a partir d’hypotheses de courbure, en 
utilisant la formule de la variation seconde et l’inegalite fondamentale de 
l’indice, et resoudre des problemes techniques de changement d’horloge. 
1. Notations et Principaux dsultats 
Soit Yt une semimartingale presque skement continue a valeurs dans 
une variete N de dimension finie n, definie sur un espace de probabilites 
(Q2? B, P), adaptee a une filtration (Z?t)tE~+, telle que, pour tout (B)t- 
temps d’art&, la tribu BT soit separable et il existe une version reguliere 
(P&) de la probabilite conditionnelle de P sachant B,. Ces conditions 
sont par exemple satisfaites par l’espace des chemins d’une variCtC definis 
sur R+, muni de sa filtration naturelle. Pour toute fonction g E C2 (N), 
considerons la decomposition de DOOB-MEYER 
g(Yt) =g(Y”)+Zy+Ay 
ou 2: est une martingale locale et A: un processus a variation finie, nuls 
en 0. Nous dirons que Yt est une semimartingale brownienne si (2:) et 
A! sont absolument continus par rapport a la mesure de LEBESGUE sur R+ 
pour toute fonction g. On peut alors rep&enter A: sous la forme 
oti Dt est un rekvement de Yt dans le fibre tangent du second ordre 
T(2) N, dont les sections sont les operateurs differentiels lineaires du 
second ordre sur N annulant les constantes [ 121. Nous appellerons Dt le 
(processus) g&zne’ruteur de Yt . On peut Cgalement associer 2 Yt sa variation 
quadrutique, definie comme le relevement nt de Yt dans le fibre 6TN 
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(puissance symetrique deuxieme de TN) tel que 
pour toute fonction g E C2 (N). 
Supposons N munie d’une metrique riemannienne h. La connexion de 
LEVI-CIVITA VAv permet de definir la &rive de Yt. C’est le relevement & 
de Yt dans le fibre tangent tel que 
Dtg(W = ;qt(V&,(K, +&g(K) 
pour toute fonction g E C2 (N). On dit alors que Yt est une V” -martingale 
si sa derive est identiquement nulle. 
Le fibre 0 (N) des rep&-es orthonormes de N permet de donner la 
caracterisation suivante des VAv-martingales. Supposons que Ya soit 
constante. 11 est possible, a partir d’un point quelconque Ua de 0 (N), 
au-dessus de Yo, de relever horizontalement Yt en une semimartingale Ut 
dans 0 (N) [ 111. L’indgrale de STRATONOVITCH Ji 8 o dU, de la 1-forme 
canonique 0 sur 0 (N) le long de Ut est une martingale locale dans Rn 
si et seulement si Yt est une V“ -martingale. Reciproquement la donnee 
d’une martingale locale (brownienne) Zt sur R” permet de construire a 
partir d’un point quelconque Uo de 0 (N) la semimartingale Ut solution 
de l’equation differentielle stochastique 
rodU=dZ 
ou rr note la 1-forme a valeurs dans l’algebre de Lie du groupe des 
deplacements de RR, definissant le parallelisme sur 0 (N) canoniquement 
associe a la connexion de LEVITA-CIVITA. La projection Yt de Ut est alors 
une V”-martingale. 
Soit Yt une VN-martingale brownienne de variation quadratique Yt. 
Notons Xi 2 A: 1 . . . 2 A: la suite des valeurs propres de qt. S’il existe 
une constante K > 0 telle que 
p.s. pour tout t, on dit que Yt est B dilatation K-born&e (en abrege 
Yt E KDB). Si on a 
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p.s. pour tout t, on dit que Y+ est K-quasi conforme (en abrege Yt E KQC). 
Le premier resultat obtenu est le theoreme de convergence suivant : 
TH~ORI?ME 1. - Soit Y+ une VdV-martingale brownienne a valeurs duns 
une varie’te’ riemannienne N complete a courbures sectionnelles negatives 
ou n&es. On suppose qu’il existe yo E N et C > 0 tel que, pour tout 
y E N, on ait 
RicE L -C (1 + d(yo, y))’ [[I’ 
pour tout < E Tq N. Si on note Xi la plus grande valeur propre de la 
variation quadratique de Yt, p.s. sur {s, +3c Xi dt < W} Yt converge 
duns N. 
Pour Cnoncer les autres resultats il est commode d’introduire pour une 
vat-i&e riemannienne complete N la condition suivante. 
Condition (C). - 11 existe ya E N tel que, pour tout T > 0 et 
tout [ E T,, N de norme 1, la courbure sectionnelle d’un plan tangent 
quelconque au point expy,, (r <) a la geodesique t +-+ expt,, (t I) soit 
majoree par K (T), ou K est une fonction continue sur R+ telle que la 
solution a de 
{ 
a” + K a = 0 
a (0) = 0; u’ (0) = 1 
soit strictement positive sur IO, +oc[ croissante a l’infini, et il existe 
0 < Q < 2 tel que 
i&r,, r” IF.(r) < 0 
Le resultat suivant concerne l’existence d’une direction asymptotique 
pour une martingale KDB. 
THBORGME 2. - Soit Yt une U”-martingale KDB sur une varie’te’ 
riemannienne n complete, simplement connexe, a courbures sectionnelles 
minor&es (ou a courbure de Ricci minor&e et a courbures sectionnelles 
negatives ou nulles), satisfaisant la condition (C) pour un point yo. On 
suppose de plus que la d&-iv&e u’ de la fonction a ne s’annule pas lorsque 
Yt n ‘est pas K-quasi-conforme. Si on note (rt , at) les coordonne’es polaires 
de pole yo de Yt, p.s. ot converge vers une limite CT, dans la sphere unite’ 
de T,, N. 
TOME 122 - 1998 - No 4 
COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUEDECERTAINES MARTINGALES ii VALEURS 275 
Pour les martingales quasi-conformes on peut preciser le resultat 
precedent. 
TH~ORI~ME 3. - Soit Yt une VX-martingale KQC telle que la plus grande 
valeur propre X: de sa variation quadratique ve’rije p.s. JO’” X: dt = 00, 
dejinie sur une varie’te’ riemannienne N complete, simplement connexe, a 
courbures sectionnelles minore’es (ou a courbure de Ricci minore’e et a 
courbures sectionnelles negatives ou nulles) satisfaisant la condition (C) 
pour un point yo. Si on note (rt , at) les coordonnees polaires de pole yo de 
Y+, ot converge p.s. vers une limite ox, dont la loi admet la sphere unite’ 
de T,, N pour support. En particulier elle est non degenne’re’e. 
Pour enoncer le dernier resultat, generalisant d’une certaine facon le 
petit theoreme de PICARD, rappelons qu’une variete riemannienne est dite 
stochastiquement complete si le temps de vie de son brownien est infini. 
THBORPME 4. - Soient M une varie’te’ riemannienne stochastiquement 
complete telle que toute fonction harmonique borne’e sur le reve^tement 
universe1 i@ de M soit constante, et N une variete’ riemannienne complete 
a courbures sectionnelles minore’es (ou a courbure de Ricci minor&e et 
a courbures sectionnelles negatives ou nulles) telle que le revetement 
universe1 fi de N satisfasse la condition (C). Alors toute application 
harmonique quasi-conforme [4] de M dans N est constante. 
2. PropriCtCs prdliminaires 
2.A. - Nous allons d’abord (propositions 2.1 et 2.2) deduire de conditions 
de courbure sur la variete riemannienne N des inegalites fondamentales 
pour notre etude. Fixons un point yyo dans N et pour tout y E N 
notons T (y) la distance geodesique de y a y/o. Soit c : [0, ra] + N 
une geodesique issue de yc ne rencontrant pas le cut-locus de yo. 
Supposons que q E 6Tc c,.~) N soit semi-defini positif de valeurs propres 
x1 1 x2 1 . . . > A’“. 11 existe alors une base orthonormale ( e;)r<i<,l 
de T,cl.,,, telle que 
7j = 2 Xi ej 0 ej 
i=l 
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Pour tout i, notons c; la geodesique issue de c (rg ) telle que C; (0) = e, , 
,I; (s) le champ de Jacobi le long de c tel que Ji (0) = 0 et .I! (ran) = e,, 
.I; (s)’ la composante de Ji (s) orthogonale a C (s) et posons 
(2.1) 
.I; (s)l 
Gi (‘I = 1 J; (ro)ll 
La formule de la variation seconde entraine que 
(2.2) 
/ 
I’0 
X (IG; (s)l’ - K (C(s), G; (s))lG; (s)/“) ds 
0 
oti Gi (s) represente V; Gj (s) et K (i: (s), G; (s)) la courbure sectionnelle 
du plan engendre par i: (s) et G; (s). 
PROPOSITION 2.1. - Si la courbure sectionnelle de tout plan tangent ci c 
est minore’e par -b’, on a 
7j (V cl?-) 5 (n - 1) x1 bcothbr[j. 
La conclusion subsiste si on suppose les courbures sectionnelles des 
plans tangents h c nkgatives ou nulles et 
Rk (C) 2 -(n, - 1) b”. 
en tout point de c. 
Preuve. - Notons E; (s) le champ de vecteurs parallele le long de c 
tel que E; (ru) = G; (r-u), ou Gi est defini par (2.1). D’apres l’inegalite 
fondamentale de l’indice, on a 
(2.3) 
s 
‘” (IG; (s)12 - K (C(s), G; (s))lG; (s)j”) ds 
0 
/ 
)‘o 
< _ (I(.@;)’ (41” - K (C(s). .q (s) Ei (s))lg (3) J3 (41”) ds . o 
pour toute fonction g de classe C1 sur [O; TO] telle que 9 (0) = 0 et 
g (TO) = 1. Si les courbures sectionnelles des plans tangents a c sont 
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minorees par -b” on majore le deuxieme membre de (2.3) par b coth bra 
en prenant 9 (s) = *, ce qui entraine 
b coth bra 
et done 
rj (V dr) 5 (n - 1) X1 b coth brO 
Si on suppose les courbures sectionnelles des plans tangents a c negatives 
ou nulles, on a, d’apres (2.2), 
$7‘(Ci (s)) > 0 
done, au point C(Q): 
rj (V dr) 5 x1 nr 
et l’hypothese sur la courbure de Ricci entraine encore l’inegalite d’apres 
[2] (th. 15, p. 253) n 
PROPOSITION 2.2. - Avec les me^mes notations, on suppose qu’il existe une 
fonction continue K : [0, 7-01 -+ R telle que la courbure sectionnelle d’un 
plan quelconque tangent en c (s) C? c soit major&e par 6 (s), et la solution 
0; de 1 ‘kquation diffirentielle 
a” + 6 u = 0 
telle que a (0) = 0 et u’ (0) = 1 soit strictement positive sur 10, TO]. 
On a alors 
i 
rj (V dr) > A’ 3 si u’ (TO) > 0 
r/ (V dr) 2 (7~ - 1) X1 # si u’ (TO) < 0 
Preuve. - Notons f; (s) = IGi (s)l ou G, est defini par (2.1). Sur 
10, TO], on a 
f: f, = (G:IG) 
En derivant cette relation, compte tenu de l’equation de Jacobi 
G:’ + R (k, G;) i: = 0 
BULLETIN DES SCIENCES MATHBMATIQUES 
278 J.-L. DUCOURTIOUX 
oti R note la courbure de N, on obtient 
g = -K(C G-) + IG;l” [Gil’ - (G:IG# 
.fi .’ (Gil” 
L’inCgalitC de Cauchy-Schwarz et I’hypoth&se entrainent alors que 
f:‘,< 
.fl - a 
Compte tenu de fi (TO) = 1, on en dCduit que 
D’autre part, 
(G; (ro)l(Gi (ro)) = s” (IG;I - K (C> Gj) IGil”) ds 
0 
et 
f: b-01 = (G: (ro)lGi b-01) 
done, en utilisant (2.2), on obtient 
$ r (c; (s>)ls=o 2 
( ( 
1 - g 7. (Ci (s>)ls=o 
’ a’(r0) 
>> 
- 
4-o) 
et par consCquent 
Les inCgalitCs annonckes en rCsultent facilement, compte tenu de 
I, 
c( 
$ r (cl (s))L5=0 
2 
= 1 
i=l > 
2.B. - Nous allons ensuite nous intCresser B la gComCtrie d’une variCtC 
sous la condition (C). Supposons tout d’abord que la variCtC riemannienne 
N soit complbte et posskde un point 9y0 tel que, pour tout r 2 0 et tout 
0 E TV0 N de norme 1, la courbure sectionnelle d’un plan quelconque 
tangent au point expya (rfl) ?I la gCodCsique t H expyo (09) soit majorke 
par PIT (r) oti /F est une fonction continue sur R+ telle que la solution a de 
(2.4) a” + tc a = 0 
vkrifiant a (0) = 0 et a’ (0) = 1 soit strictement positive sur IO, +cx3[. 
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Notons alors N” l’espace Rn muni de la metrique 
ds2 = dr2 + a (T)~ d82 
en coordonnees polaires, do2 representant la metrique canonique sur la 
sphere unite S,-1 . 
PROPOSITION 2.3. - L’application expr,, est un reve^tement de T,, N SW 
N et en particulier un diffkomorphisme lorsque N est simplement connexe. 
Dans ce cas, soient yl, yz E N et yY;, y/2* E N” tels que 
dbo, Eli) = d(O, ~3 (i = 1, 2) 
et l’angle des ge’odksiques de N joignant y/o ci yl et y:! soit &al b celui des 
gkodksiques de N* joignant 0 h yf et yz. On a alors 
dh ~2) 2 d(yT, Y;) 
Preuve. - Dans N* l’application exponentielle en 0 admet ($)‘-r 
pour determinant au point (r, 0). 11 n’y a done pas de point conjugue 
de l’origine le long d’une geodesique quelconque de N” issue de 0. La 
courbure sectionnelle d’un plan tangent a c au point c(r) &ant Cgale a 
6 (T), le theoreme de comparaison de Rauch entraine l’absence de points 
conjugues de yyo le long de toute geodesique de N issue de ya, done exp!,” 
est un revetement ([2], p. 183). 
Supposons ensuite N simplement connexe. Par le choix d’une base 
orthonormale on identifie TYO N et To N* a l’espace euclidien R”. Soit 
w : [0, l] i R’” un chemin C1 tel que expti ow joigne yr a y2 et 
expz* ow joigne y/T a y2*. A nouveau le theoreme de comparaison 
de Rauch, applique aux geodesiques c et c* de N et N* definies 
respectivement pour s E [0, l] par 
c(s) = expi (SW (t)) 
et 
c* (s) = expz* (SW(~)) 
entraine pour les applications tangentes 
IT,,,(t) exp: @ @>>I 2 IT,(t) exp$* (G (t>)l 
On en deduit que la longueur du chemin exp: ow est superieure ou 
Cgale a celle de exptA* ow. On obtient l’inegalite cherchee en prenant w de 
sorte que expt’ ow soit une geodesique minimisante dans N n 
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Aux hypotheses deja en vigueur dans cette section nous ajoutons que 
N soit simplement connexe et satisfasse la condition (C). La fonction h 
de (2.4) a done la propriete 
lim,.,X, 7”’ 6 (T) < 0 
pour une constante 0 5 a < 2, la solution a de (2.4) Ctant de plus croissante 
a l’infini. Le lemme elementaire suivant sera utile en plusieurs occasions. 
LEMME 2.4. - I1 existe des constantes R et C > 0 telles que 
pour tout r > R. 
Preuve. - II existe en effet R > 0 tel que la fonction a soit strictement 
convexe sur [R, +co[ et a’ (R) > 0. On peut choisir Cl > 0 tel que la 
fonction z (r) = exp (Cl rl-+/‘) verifie sur [R, +30[ 
(2.5) 
et 
(2.6) 
2’ (r) 
z (4 
< a” m 
- a(R). 
2’ (r) 
2 (4 
< d(r) 
- a(r) 
Le wronskien u’z - z’a est croissant sur [R, +CQ[ d’apres (2.5) et par 
consequent positif d’apres (2.6), ce qui entraine pour T 2 R 
a’ (4 
->c1 l-; 7 
( 1 
-0 /2 
(L (4 
d’une part, et la croissance de la fonction T sur [R, +oo[ done l’existence 
de Cz > 0 telle que 
a (r) > Cz, exp (Cl Fr/‘) 
pour r > R. Le lemme en resulte Cvidemment. n 
La propriete suivante decrit la divergence de type exponentiel des 
geodesiques issues du point 7~) de N. 
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PROPOSITION 2.5. - I1 existe des constantes strictement positives Ro, C 
et Cl telles que l’angle 0 (x, y) des gkodksiques joignant yo d deux points 
quelconques x et y de N satisfaisant 
{ 
&I < 7- (4 A r (Y> 
d(x, Y) I l/2 (r (4 A 7- (YY)) 
ve’ri$e l’inkgalite’ 
0(x, y) 5 C exp (-Cl (T-(X) A T (y))l-““l) d (x, y). 
Preuve. - La proposition 2.3 ram&e au cas oh N = R’” muni de 
la mktrique dr” + a (T)~ d02 pour laquelle tout plan passant par 0 est 
totalement gCod&ique, ce qui permet finalement de supposer que N = R”. 
Le lemme 2.4 entraine l’existence de Ro > 0 tel que 
i 
a(r) > C exp (Crl-“l”) > T 
u’(r) 2 1 
6 (4 < 0 
pour tout T > R/2 et 
Ro pour I-<--; 
2 
DCmontrons alors le lemme suivant. 
LEMME. - Duns la sutiace N = R” munie de la me’trique dr” +a (T)’ dtl’, 
il existe une gt!odksique simple y : R -+ N skparant N en deux r&ions 
N+ et N- telle que 0 E N.- et r (x) 2 $Q pour tout x E N+. 
Preuve. - Notons en effet y la gCodCsique paramCtrCe par son abscisse 
curviligne s telle que 
Y (0) = ( > $, 0 et r(o) = (0, A)! 
dont les Cquations s’hivent ([l], p. 97-98) 
(2.7) 
d” r 
- -u’(r)u(r) 
ds” 
(2.8) 
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Elles admettent les integrales premieres de l’tnergie 
(2.9) 
et de Clairaut 
(2.10) a (T)2 g = k 
ou k note la constante des ah-es, que l’on peut supposer positive en 
choisissant convenablement l’orientation de y. Les conditions initiales et 
(2.9) montrent que k = a (3). 
11 est alors clair d’apres (2.9) et (2.10) que le long de y 
Ro (1. (?-) 1 a -j- 
( > 
et done 
Ro r>---, 
2 
l’egalite n’ayant lieu que pour s = 0, car sinon T presenterait un maximum 
relatif en un point de y d’abscisse so # 0. On aurait alors 2 (so) = 0, 
done par (2.9) et (2.10), a (r (so)) = a (9) et par consequent T (so) = 9. 
La fonction r (s) serait constante au voisinage de so et, par (2.7), on aurait 
u’ (%) = 0 ce qui est incompatible avec (2.5). 
On en deduit que 2 ne peut s’annuler que pour s = 0 car a nouveau 
(2.9) et (2.10) montrent que la nullite de & entraine a (T(S)) = (I, (%) 
et done s = 0. 
On peut done parametrer a l’aide de T > 9 chacun des deux arcs y+ 
et y- de y correspondant respectivement a s > 0 et s < 0. De (2.9) et 
(2.10) on deduit que 
$=,(,- (-&;‘)y 
le signe & dependant de l’arc sur lequel on se place. En tenant compte de 
la relation a’ 2 1 le long de y on voit que 
limlSl+oc r(s) = 00. 
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On deduit de (2.9) et (2.10) l’expression suivante de 8 en fonction de T 
e(r)=*a $ 
( >.I 
’ 
+Q u(u)&-$qy 
le signe f correspondant a l’arc y+ considere. Le changement de variables 
II = .r montre, en tenant compte de l’inegalite CL’ > 1 le long de y 
.(_;e, 
que l’on a 
10 (41 F 1+X ‘u & 
1 
11 en resulte que y (s) admet lorsque s tend vers foe une direction 
asymptotique fB, telle que 0 < Bw 5 ;. 
Le theoreme de separation de Jordan entraine la conclusion. n 
Pour terminer la demonstration de la proposition, considerons deux 
points 2 et y de N tels que 
I 
7- (4 A T(Y) > Ro 
d (T Y) 5 ; (r (4 A T- (YH 
La metrique &ant invariante par rotation, on peut supposer que z est le 
point de coordonnees (T (z) , 0) et par exemple -T (CC) 5 T ( y). 
Notons yr une geodesique minimisante joignant x a y. 11 est facile de 
voir que yr est contenue dans N +. Sinon yr couperait y en un premier 
point z, et en notant zo le point ( %, 0), le triangle geodesique (~0, CC, z) 
serait rectangle en 20 et contenu dans une region a courbure negative. 
On aurait done d (XI:, z) 2 d ( LG, zo), ce qui entrainerait d(z, y) > q 
contrairement a l’hypothese. On en deduit qu’en tout point de yr on a 
(2.11) 
avec la constante C figurant dans (2.5), car si w note ur point de yr 
ou T (w) soit minimum on a T (w) 2 y, done, puisque z E N+, 
a (T (w)) > a (q) d’ ou (2.11). 11 suffit pour terminer de nzmarquer que 
ce qui, joint a (2.11) donne l’inegalite annoncee. n 
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2.C. - Nous aurons besoin de l’approximation C” suivante de la 
distance gCodCsique T. La mCthode est inspike de [I81 (p. 64-65). 
PROPOSITION 2.6. - Supposons que la varie’te’ riemannienne N soit 
complbte b courbures sectionnelles minor&es par une constante -k’ < 0. 
Si r (y) note la distance gkodksique du point :y de N d un point jixe’ ‘yo, 
pour tout E > 0, il existe une .fonction r’ de classe C” sur N - {g}, 
ve’riJiant en tout point y # y(j 
V dr’ (< a E) I (k coth (h-((y)) + E) I(( 
pour tout < E TV N. 
Preuve. - Soit y une gCodCsique minimisante joignant yyo 5 y. Pour 
< E TY N, de norme 1, notons 7~ la gCodCsique issue de y avec la vitesse 
initiale E. Posons 
v(t) = sh (W 
sh w (YH 
E @) 
pour t E LO, T (~01, oti E (t) dCsigne le champ parallkle le long de y tel que 
E CT (YN = I 
et considCrons une dkformation cp :] - S, S[ x [0, T (y)] -+ N de y telle que 
i 
44 t) = r(t) 
cp(S> T(Y)) = rr(4 
2 (s, t)l.s=o = v(t) 
La formule de la variation seconde montre que la longueur -g (s) de 
cp (s? .) est donnCe par 
-g” (0) = /rcy) (IV’ Ml2 - K (“i(t), V @>> . I? 0) A V @)I” 
u(V’ (t)l+ (t))“) dt 
dont le second membre est major6 par 
k2 
.I’ 
7. (1/l 
A2 (kr (Y>> 0 
(ch2 kt + sh” kt) dt 
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d’oti 
(2.12) -g” (0) 5 kcoth (kr (y)). - 
On a d’autre part, pour tout s, 
-9 (4 2 T (“iE (4) 
done 
lim,,, 
( 
--T (T[ (4) - 7. t-Q (-4) + 27. (Y) 
52 > 
> g// (o) 
- 
ce qui avec (2.12) montre que la fonction --T est a’-convexe sur N - {yo} 
[7] (p. 60), avec, pour E > 0 
d (y) = -k coth (kr (y)) - E 
La fonction --T Ctant lipschitzienne de rapport 1, la conclusion rksulte 
de [7] (prop. 2.3, p. 62). n 
Nous allons rencontrer ultkrieurement des Cquations diffkrentielles qui 
ne sont pas de type classique. Donnons pour clore cette section deux 
rksultats utiles les concernant. 
PROPOSITION 2.7. - Soit ,CL une mesure de Radon rkelle sur R+ absolument 
continue par rapport A la mew-e de Lebesgue et soit f (t, w) une fonction 
continue dans un ouvert U de R+ x R localement lipschitzienne par 
rapport d v. 
Pour tout vg E R tel que (0, 710) E U, l’kquation 
s 
t Vj = 74) + fc% 4L4w 
0 
admet une solution vt unique d@nie sur un intervalle maximal [0, T[. Si 
T est jini, pour tout compact K contenu dans U, il existe S > 0 tel que 
(t, wt) $! K pour tout t > T - 6. 
Preuve. - Les raisonnements classiques, et en particulier la mCthode du 
point fixe s’appliquent dans ce contexte. n 
PROPOSITION 2.8. - Les hypothtses et notations sont celles de la 
proposition 2.7, et on suppose de plus p positive. Si ut dksigne une fonction 
absolument continue sur [0, To[ telle que uo = vg, (t, ut) E U et 
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on a sur [O, T A To[ 
Ull,t > IJt . 
Preuve. - Pour tout E > 0, notons [0, T,[ l’intervalle de definition de 
la solution maximale TIN de 
7lf = ‘ug + , 
/ 
ot (f c% 4 - 4 I” (W 
Comme pour les equations differentielles classiques on a 
Supposons que l’ensemble A des t ~10, To A TF[ tels que ut < of ne soit 
pas vide et considerons une composante lo, /3[ de A. On a done ufi = u;‘, 
et il existe (Y < 6 < p tel que 
If (6 w) - f (4 v)l I ; 
pour tout f2 5 t 5 6. On a alors sur [a: S] 
tit 2 ii; + ; /it p.p. 
done ZQ > IIF sur [a, S] ce qui contredit la definition de A. On a done 
Ut > r$ sur [0, To r\T[ et on termine en faisant tendre E vers 0. n 
3. Convergence des martingales 
3.A. - Considerons une semimartingale brownienne Yt a valeurs dans 
une variCte N definie sur un espace de probabilites (Q B, P), adaptee a 
une filtration (Z3t)tE~+ telle que pour tout temps d’arret 7, la tribu Z?, 
soit separable et il existe une version reguliere (pti) de la probabilite 
conditionnelle de P sachant I3,. La propriete de conditionnement destinee 
a remplacer la propriete de Markov est la suivante : 
PROPOSITION 3.1. - Soit r un (&)-temps d’arrgt. On dkjinit Yt’ par : 
(3.1) 
Yt’ = Y*sT SUT { 7- < co} 
yt’ = Yo sur (7 = co} 
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Si on note Dt le ge’ne’rateur de yt, qt sa variation quadratique et (Piz) me 
version re’guli$re de la probabilite’ conditionnelle de P sachant &, pour 
P-presque tout w, Yt’ est une P,-semimartingale brownienne ~2 valeurs 
duns N par rapport h LaJiltration (f3tjtf7), de gknne’rateur l{,<X} Dt+7 et 
de variation quadratique l{,,,} r,y+r. 
Preuve. - ConsidQons un plongement cp de N dans un espace R”’ 
convenable. Alors 
s t (3.1) zt = P (Yf) - P (xl) - Ds cp (Y, ) ds 0 
est une martingale locale B valeurs dans R”‘. Posons 
-q = l{,<,} (Zt+, - -G) 
11 est facile de voir que 2; est une P-martingale locale par rapport B la 
filtration (&s~)~~R+. Soit en effet (ok) une suite croissante de (&)-temps 
d’arr& tendant vers l’infini telle que pour tout k, Z~A~~, soit une martingale 
uniformkment integrable. Posons alors 
Tr; = (q - 7-)+ sur {T < CO} 
;k = 00 sur {T = co}. 
11 est immkdiat que (+k) est une suite croissante de (23*+,)-temps d’arret 
tendant vers l’infini et la relation : 
-G*i, = -qt+r)Ark - GATk 
montre que Z&F, est une (&+,)-martingale. 
Pour s 2 t notons ;D, une sous-algkbre dhombrable engendrant 17,+,. 
Pour tout A E B, et C E Vs on a : E (Epd (Z&i, - Z,&+,; C); A) = 0 
done il existe un ensemble nkgligeable N (s, t, k, C) tel que 
EP” (Z&i, - .z&,; C) = 0 
pour w @ N (s, t, k C), p our s et t rationnels, C E ;D, et k E N, et tenant 
compte de la continuitC de Z:/,?,, on obtient un ensemble ntgligeable No 
tel que, pour tout k, et tout w $Z No, Z&i, soit une P,-martingale par 
rapport h (Bt+T). 11 en rksulte que pour P-presque tout w, 2: est une 
P,-martingale locale par rapport B (&+,). 
De (3.1) on dCduit que 
cPW) = (Pm + G + , 
/ 
()t l{r<x} D.SfT cp K> ah. 
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Si g E C2 (N), ‘1 1 existe ?j E C” (R”‘) telle que ?j o cp = 9 et la formule 
de It6 entraine que 
*t t 
.9m = .9wa + I dij (2,;) .a: + -0 / . 0 l{T<,} D.LiST 9 K) ds 
oti la premiere integrale est une integrale stochastique de It8 par rapport a la 
semimartingale 2:) pour la probabilite P, . On en conclut que Y+’ est une 
P,-semimartingale dans N adaptee a la filtration (Bt+r), de generateur 
l{,,,l Df+T. La formule 
qt ($9 a 49) = Dt g2 (Y,) - 2.9 (Y,) Dt 9 (K) 
entraine pour P-presque tout w, 
l{T<X} rlf+r (49 0 49) =l{r<x} Dt+r g2 K’) 
- 2g 07) l{r<x~ Dt+r g (Y,‘) 
mntrant que l{,,,} rlf+T est la variation quadratique de Yt’ pour 
P,. w 
Nous allons maintenant supposer que N est une variete riemannienne et 
Yt une V-martingale brownienne dans N de variation quadratique r/t. La 
propriete precedente de conditionnement devient alors : 
PROPOSITION 3.2. - Soit T un (L$)-temps d’arre^t. Si on note (P&) u1ze 
version rt?gulitre de la probabilite’ conditionnelle de P sachant I$, pour 
P-presque tout w la semi-martingale Yt’ (3. I) est une P&-martingale. 
Preuve. - La proposition 3.1 montre que la derive <; de Yt’ est donnee 
par 
Et’ .9 07) = l{T<X} Dt+r g (y,‘) - f l{r<x} rlt+~ (v 49) 
pour toute fonction g E C” (N), done est nulle. n 
11 n’est peut-$tre pas inutile de mentionner la propriete suivante. 
PROPOSITION 3.3. - Si on note $ la plus grande valeur propre de la 
variation quadratique r/t de la U” -martingale Yt, p.s. X1 est localement 
intkgrable sur R+. 
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Preuve. - Si (e;)l<;<, est une base orthonormale de Ty, N telle que -- 
qt = Cyzl xf ei 0 ei, notons c2 la geodesique issue de Y+ telle que 
C; (0) = e;. On a alors pour toute fonction g E C2 (N), 
rlt (V d9) = c:‘=, x5 [ $9 (Ci w] . 
s=o 
On peut trouver des recouvrements ouverts, denombrables, localement 
finis (Oj), (Uj) et (Vj) de N tels que pour tout j, Uj et Vj soient 
relativement compacts, avec 
Vj C Uj et Uj C Oj, 
Oj soit geodesiquement convexe et il existe une fonction gj E C” (N) dont 
la restriction a Oj soit strictement convexe. Notons 
Y(t) = min{j : Yt E Vj} 
et definissons pour T 2 0 fix6 la suite (rk) de temps d’art& par 
La suite (7-k) est croissante et p.s. Cgale a T a partir d’un certain rang 
par continuite de Yt. 11 suffit done de montrer par r&wrence que l’on a 
.I 
Tk 
A; dt < cc 
0 
Notons (PLJ) une version regulibe de la probabilite conditionnelle 
de P sachant B,, . Alors YtTk est pour P-presque tout w, une P,- 
martingale par rapport a (BtfTk ), et comme v (Q) est P, p.s. constante, 
la P, -semimartingale gr, cT1;) (YtTh ) admet 
1 t 
2 0 s 
rls+Tk Pdgv(~~))dS 
pour par-tie a variation finie. 11 existe une constante C, (rk) > 0 telle que 
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done : 
(.I 
Tk.+l 
P, xi ds < cm = 1 p.s. 
TI. > 
ce qui entraine la propriM par rkurrence. 
Donnons un premier rksultat ClCmentaire de convergence. 
PROPOSITION 3.4. - Sous les hypothbses de la proposition 3.3, Yt 
converge dans le compacti@ d’Alexandroff N U {a} de N p.s. sur 
{s;‘” A,; ds < w}. 
Preuve. - 11 suffit de montrer que pour toute fonction 9 E C” (N) 2 
support compact, 9 (Y,) converge dans N U {a}. On a 
g (Y,) = 9 (XI) + q + ; 
*t 
J 
o 7.9 P dg) ds 
avec 
(Z-Y) = it qs (dg o dg) ds. 
11 existe des constantes C et 6’1 telles que 
1~ (Vdg)I I A.: C et 1~~ (dg o dg)l 1. X,i Cl 
La premikre inCgalitC entraine la convergence de s,’ ~1 (V (dg) ds sur 
{SF Xi ds < 30}, la seconde montre que sur cet ensemble on a 
sup, (2,“) < cw, d’oti rkulte la convergence de 2:. n 
3.B. - Sous des hypothkses de courbure on peut obtenir la convergence 
dans N, comme le montre le thCor&me suivant. 
TH~OR~ME 1. - Soit Yt une VI”-martingale brownienne ~2 valeurs dans 
une varie’tt? riemannienne N complbte d courbures sectionnelles ntfgatives 
ou nulles. On suppose qu’il existe yo E N et C > 0 tels que pour tout 
y E N on ait 
Ric[ > -c (1 + T (y))” I<[” 
pour tout E E Ty N, r (y) dksignant la distance gkodksique de y d y/o. Si 
on note Xi la plus grande valeur propre de la variation quadratique de Yt, 
p.s. sur {Jo+oc Xi dt}, Yt converge dans N. 
Preuve. - On peut en passant au revCtement universe1 supposer que N 
est simplement connexe. La fonction f (T-) = !?71. (1 + r2) est alors de 
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classe C2 sur N puisque le cut-locus de yo est vide. On a le long de la 
gkodksique c joignant TJ/O 2 Yt 
Ric(C) > -(n - 1) b” 
oti b = ( &)li2 (1 + Q) avec rt = T (Y,). La proposition 2.1 entraine 
done que 
qt (V dr) 5 (n - 1) A; bath (brt) 
Des relations 
V df (p) = f’ (r) V dr + f” (r) dr o dr 
0 5 f’(r) 5 1 
If” @>I 5 2 
on en dCduit que 
qt (V df (r)) 5 X,l 2 + ((TZ - 1) C)1’2 2r;(?2T’) coth 
t 
c 
(( ) 
112 
n-l rt (1 + rt> >I 
11 existe done Cl > 0 tel que 
vt (V df (~1) L Cl A; 
Notons Zt la martingale locale telle que 
1 t 
f (rt) = f (7-O) + -G + - 2 o rls(VdfbWs 
s 
La formule 
(zt) = J1[’ 17.9 (4 (r) 0 df (r)) ds 
montre que 
(Zt) = If A; ds. 
0 
Done p.s. sur {s,‘” Xi ds < co}, f ( ) it converge vers une limite finie, 
tandis que Yt converge (proposition 3.4) dans le compactifik d’alexandroff 
de N. La conclusion en rksulte. w 
On peut Cnoncer la variante suivante du thkorkme prCcCdent. 
BULLETIN DES SCIENCES MATHfiMATIQUES 
292 J.-L. DUCOURTIOUX 
PROPOSITION 3.5. - On suppose 1 ‘existence d’un point yo de la vat-i&e’ 
riemannienne complbte N tel que expyo soit partout non sing&&-e et pour 
tout y E N la courbure sectionnelle d’un plan quelconque tangent en y 2 
une gLod&ique joignant yo b y soit minor&e par 
-c (1 + r(y))” 
Toute martingale Yt 2 valeurs dans N converge p.s. dans N sur 
{.r;‘” A; dt < w}. 
Preuve. - On raisonne comme pour le thCor&me 1, en appliquant la 
proposition 2.1 au revCtement universe1 de N et tenant compte de [2] 
(th. 4, p. 183). n 
Remarque. - On voit facilement que Yt est une martingale L” au sens de 
[3] (p. 100) si et seulement si E (so+Oi X: dt) est finie. Les propositions 
3.4 et 3.5 et le thkorkme 1 constituent done des amkliorations du thCor&me 
de convergence de R. W. R. DARLING [3] (p. 104). 
En ce qui concerne la loi de la variable alkatoire Y, limite de Yt voici 
un rksultat de non dkgknkrescence. 
PROPOSITION 3.6. - Soit Y+ une martingale KDB sur une varie’te’ 
riemannienne N. Pour tout y E N, la probabilite’ pour que Yt ne soit 
pas constamment tfgale b y et tende vers y quand t tend vers l’ir@ni est 
nulle. 
Preuve. - Soient R et b > 0 tels que R < &-, le rayon d’injectiviti 
de N au point y soit sup&ieur a R et la courbure sectionnelle de tout 
plan tangent B N en un point quelconque de B (y, R) soit majoke par b2. 
Posons rt = d (y, Yt) et supposons dans un premier temps 0 < rg 5 q 
p.s. Notons 7-0 = inf {t : rt = 0) et ~1 = inf {t : T$ 2 R}. 11 existe alors 
une martingale locale Zt sur [0, TO A TI[ telle que 
1 St 
7-t = 7-0 + 2, + 2 .I 7j.y (V dr) ds 
0 
qt notant la variation quadratique de Yt. On a done 
(&) = 1’ q5 (dr @ dr) ds 
ce qui entraine (2,) 5 Xi p.p. Appliquons alors la proposition 2.2 avec 
a (s) = sinbs. On en dCduit que 
xx; ’ 
71s (V dr) 2 F b cotan br:, 
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On utilise ensuite la proposition 2.8 avec ,D (t) = (Zt), ZQ = rt - Zt 
et f la fonction definie par 
f (t, w) = -& cotan b (u + Zt) 
pour 0 5 t < ~0 A ~-1 et 0 < u + Zt < g. Alors la solution ‘it definie 
sur un intervalle maximal [0, T[ de 
2/t = ro + 
./ 
t 
f (s, %) d (2s) 
0 
verifie TJ~ 2 2~ pour 0 5 t < T. si on pose rt = ?It + &, on voit que sur 
[‘A TL r+ est solution de l’equation differentielle stochastique 
1 + - 
rt = TO + zt + 2K 
s 
b cotan (br,) d (~7,~) 
0 
11 existe une extension [8] de l’espace (f12! B, P, (&+ )), c’est-a-dire 
un espace de probabilite (fi, fi, P) muni d’une filtration (&), et une 
application G H w de fi dans G, (&-f?t+ ) mesurable pour tout t, telle que 
P soit i’image de P par cette application, et sur cet espace un brownien 
bt tel que & (w) = 6 (2, (po)) (5) pour 0 I t < 70 A 71. 
La solution ?t de l’equation differentielle stochastique t _- rt = TO +bt + & .I b cotan (bf,) ds 0 
est en fait la diffusion sur IO, i[ partant de TO gouvernee par l’operateur 
+ k cotan (br) & 
> 
done est recurrente d’aprbs le test de Feller-Hasminskii. 
Pour 0 5 t < 70 A 71 on a 
done ?@, (6) = r; (w) sur [0, T[. 11 en resulte tout d’abord que 
T = TO A ri, puisque l’inegalite T < TO A ~1 n’est possible que si r+ 
tend vers 0 ou t lorsque t tend vers T, ce qui est incompatible avec 
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et le fait que ?+ ne tende pas vers 0. Enfin cette derniere propriete entraine 
que T-O = rl et rt ne tend pas vers 0 lorsque t tend vers rl. 
Supposons ensuite r-0 > 0 p.s. et dans ce cas definissons la suite (T,,) 
de temps d’arret par 
T212+1 = inf {t > T2,, : rt > R} 
T2 ,,+2 = inf t 2 T~T,+r : rt < G 
On a 
P (liw,, Yt = y) 
5 >l,, P (T2,, < 00, T2??+1 = m, limt+x, yt+~~,, = Y) 
Posons alors Yt = Yt+T,, sur (T2 12 < co}, Yt = Yo sur (T2 11 = co} puis 
it = d (y, Yt) et +I = inf {t : rt > R}. Notons (P,) une version reguliere 
de la probabilite conditionnelle de P sachant &, 7,. Sur { T2 n < co}, on 
a P,,, (0 < ?o < f) = 1 p.s. et d’apres ce qui precede, P,,, (+I = cc et 
limt,, Yt = y) = 0 p.s. done P (limt,, Yt = y) = 0. 
Lorsqu’on ne suppose plus ru > 0 p.s., notons Tk = min {t : rt 2 i}. 
Le conditionnement par rapport a 23~~~ ram&e au cas precedent sur 
{Tk < oc} et la propriM s’en deduit. n 
Remarque. - Le raisonnement precedent montre aussi que si P (Yu = y) 
est nulle, y est polaire pour Yt . Plus generalement on voit que la probabilite 
pour qu’il existe 0 < s < t tels que Y, # y et Yt = y est nulle. 
PROPOSITION 3.7. - Soit Yt une martingale KDB non p.s. constante sur 
une varie’te’ riemannienne N complhe sur laquelle il existe un point y/o 
tel que expyo soit partout non singulibre et pour tout y E N, la courbure 
sectionnelle de tout plan tangent en y ci une gkodhique joignant yyo Li y 
soit minor&e par -C(l + r(y))2. 
+cxj si so Xi dt est p.s. jinie, Yt converge p.s. duns N vers une limite Y, 
dont la loi est non dkgknne’re’e. 
Preuve. - Cela resulte immediatement des propositions 3.5 et 
3.6. n 
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3.C. - Nous allons nous interesser au comportement d’une martingale 
wr c.lb +O” X1 dt = co}. Considerons done une martingale Yt a valeurs 
dans une vat&e riemannienne N complete et simplement connexe. On 
suppose qu’il existe Y/O E N tel que, pour tout T 2 0 et 0 E Ty, N de 
norme 1, la courbure sectionnelle de tout plan tangent au point explJo T H a 
la geodesique t I+ expyo t 6’ soit majoree par n (T), oh K est une fonction 
continue sur R+ telle que la solution o, de 
a” + K. a = 0 
verifiant a (0) = 0 et CL’ (0) = 1 soit strictement positive sur R+. 
PROPOSITION 3.8. - Si Yt est une martingale K&C, les trajectoires de Yt 
sont p.s. non born&es sur {JO’” A: = co}. 
Preuve. - Supposons d’abord Yo # Y/D p.s. La fonction T (y) = d (y, yo) 
est C” sur N - {ya} et y/o est polaire pour Yt , done il existe une martingale 
locale sur R telle que it = T (Y,) s’ecrive 
7-t = ro + zt + ; 
s 
t 
~,y (V dr) ds. 
0 
Notons e (r) = inf (+ #, (n - 1) K $$!). L’inCgalitC $ 5 (,&) 5 
A: et la proposition 2.2 entrainent que 
La methode de comparaison montre alors que rt est minoree par la 
solution 7-t de l’equation differentielle stochastique 
t - 
rt = 7-0 + zt + ; 
s 
e (r,> d (,G). 
0 
11 existe une extension fi de 0 sur laquelle on peut construire la diffusion 
in de generateur i ( 6 + e (r) &) sur la demi-droite IO, +oo[, partant de 
TO, et telle que rt (w) = ?rzt, (6). Les trajectoires de ?; &ant non 
bornees, rt et par consequent rt sont non bomees sur {supt (&) = co} 
qui est le m&me que {.16+” A: dt = co} puisque yt est KQC. 
Dans le cas ou Ya peut prendre la valeur ya avec une probabilite 
non nulle, on considere les temps d’art& Tk = inf {t : rt > i} et on 
conditionne par rapport a UT&, en remarquant que sur {Jo’” Xi dt = CO}, 
Yt ne peut Ctre constante et Cgale a ye n 
BULLETIN DES SCIENCES MATHCMATIQUES 
296 J.-L. DUCOURTIOUX 
PROPOSITION 3.9. - Les hypothbses sur la varie’te’ N &ant celles de la 
proprikte’ 3.8, on suppose de plus que a’ ne s’annule pas sur R+. Les 
trajectoires d’une martingale KDB ci valeurs dans N sont p.s. non borne’es 
sur {Jo+% Xi dt = m}. 
Preuve. - On pro&de comme B la propriM 3.7 en supposant d’abord 
rg > 0 et en comparant rt & la diffusion ?; sur IO, +oo[ de gkkrateur 
i (& + $$ $), dont les trajectoires sont p.s. non borrkes. I1 en 
rksulte que it est non bortke sur { supt (Zt) = x}. 11 reste B voir le 
comportement de r’t sur {supt (Zt) < cx; et &‘” A: dt = m}. Si ‘rt Ctait 
bornCe sur cet ensemble avec une probabilitk non nulle, il existerait M > 0 
tel que P($&J > M pour tout s)> 0. 
On aurait alors 
avec Zt tendant vers une limite finie et & Ai ds tendant vers l’infini, 
et done it tendrait vers l’infini contrairement B l’hypothkse. Le cas ofi 
P (TO = 0) n’est pas nulle se traite alors par conditionnement. n 
Remarque. - S’il existe ~0 > 0 tel que u/ (TO) = 0, la variCtC N peut 
contenir des sous-variCt& compactes totalement gkodksiques. En effet 
si on prend N = R” muni de la mktrique ds2 = dr2 + a(r) dd” et 
si on note < un vecteur unitaire normal B la sphkre S (0, TO), dirigC vers 
l’extkrieur, l’endomorphisme At associC g la deuxikme forme fondamentale 
de S (0, TO) est Cgal B m “(Q) Id done S (0, ~0) est totalement gCodCsique , 
si CL’ (TO) = 0. Le brownien de 5’ (0, Q) est alors une martingale dans 
N [3] B dilatation bornCe par 1 telle que &‘” A: dl; = cx: et B trajectoires 
bornkes. Lorsque a’ ne s’annule pas sur R+, cette situation ne se produit 
pas comme le montre la proposition suivante. 
PROPOSITION 3.10. - Les hypoth2ses sur N &ant celles de la proposition 
3.9, il n’existe pas d’application harmonique non constante d’une varie’te’ 
conpacte M dans N. En particulier N ne posskde pas de gkodt%iques 
ferme’es non triviales et plus gtfnne’ralement de sous-varittks totalement 
ge’odksiques compactes non triviales. 
Preuve. - Soit f une application harmonique de M dans N. 11 existe 
.zo E M tel que la distance g6odCsique TO de f (20) B yo soit maximale. 
Notons X, le brownien de M partant de ~(1, Yt la martingale f (Xt) [3] 
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et rt la distance geodesique de y/o a Yt. 11 existe une martingale locale Zt 
sur R telle que si T- = inf {t : rt 5 y}, 
J 
tA-T 
?-f/IT = ro + 2, + 7Js (V dr) ds 
0 
ou it note la variation quadratique de Yt . La proposition 2.2 montre que 
qt (V dr) 2 0 pour t 5 T. Considerons alors une suite croissante (TX) 
de temps d’arret tendant vers r telle que &AT, soit une martingale pour 
tout k. On a alors 
fQ-fATJ =ro+E 
(1 
t/IT, 
17.5 (Vdr) ds 
0 > 
done E(T~ATJ 2 TO. Comme rtnT, 5 ~0, on obtient rtl\T, = rn p.s. et 
en faisant tendre k vers l’infini, rtAT = TO p.s. pour tout t. 
Soit maintenant une fonction cp, C2 dans un voisinage V du point 
yr = f (20) telle que cp ( y) > 0 pour tout y # yr et cp (~1) = 0. 11 
existe done C > 0 tel que V dcp ([ 0 <) 5 C 1<l2 pour tout [ E TV,, N. 
On a d’autre part 
(V dr2, c$ o <) = 2 T (V dr, < o I) + 2 (dr, <)2. 
Notons c la geodesique joignant yyo a yr . On a (dr, C (TO)) = 1 et pour 
< E TV1 N orthogonal a C (TO), 
11 existe done Cl > 0 tel que 
(Vdr2, I a E) 2 6 IEl2 
pour tout < E Ty, N. Alors la fonction V = r2 - $ cp vCrifie 
pour < E Tyl N, done est strictement convexe dans un voisinage U de yy1 
relativement compact dans V. Notons ~-1 = inf {t 5 T : Yt 6 U}. On 
montre alors comme precedemment avec la fonction T que v (Yt,,T,) = 
u (yr) p.s. pour tout t. On en deduit que cp (YtAT1) = 0 et done YtATl = yr 
p.s. La continuite de Yt entraine done que Yt = y1 p.s. pour tout t, 
c’est-a-dire f (Xt) = f (~0) p.s. p our tout t. Comme la probabilite que 
Xt visite un ouvert non vide quelconque de M n’est pas nulle, f est 
constante. n 
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Remarque. - La methode precedente est une variante probabiliste d’un 
raisonnement geometrique de J. H. SAMPSON [ 151. 
4. Direction asymptotique d’une martingale KDB 
4.A. - On suppose que N est une variete riemannienne complete 
simplement connexe verifiant la condition (C). 11 existe done yo E N 
et une fonction 6 continue sur R+, telle que, pour tout < E TV0 N de 
norme 1, la courbure sectionnelle d’un plan tangent quelconque au point 
expy, (r <) a la geodesique t H expy, t < soit majoree par K, et la solution 
a de a” + KU = 0 telle que a (0) = 0 et u’ (0) = 1 soit strictement positive 
sur 10; +30[, croissante sur un intervalle [no, +cc[ et il existe 0 5 ck < 2 
tel que limr,, T” 6 (T) < 0. 
Compte tenu du lemme 2.4, on peut supposer 
(4.1) 
pour tout T 2 Ro, avec une constante C > 0. 
Nous aurons besoin du lemme Clementaire suivant concernant le 
brownien de R. 
LEMME 4.1. - Notons ,fI+ le brownien de R partant de 0. Pour tout c > 0 
et tout E > 0, il existe RI (c, E) que 
P ( I/q I ct* + % pour tout > 21-E. 
Preuve. - Notons pour tout entier m 2 0, A,,, l’evenement {I,& 1 < ctk 
pour tout t 2 m}. 11 existe mu tel que P (Aln,,) > 1 - &/a. 11 suffit de 
choisir RI tel que P (suP~<~< _ -),1o lpfl I +, 2 1 - 5. n 
Soit Yt une martingale KDB sur la variete N satisfaisant aux 
hypotheses precedentes. On note it la distance geodesique de yo a Yt 
et p (t) = Ji Xi ds. Pour etudier la divergence de Yt vers l’infini sur 
{.16+” X,l dt = W} 1 e resultat suivant est un point crucial. 
PROPOSITION 4.2. - I1 existe une constante absolue y > 0 et une constante 
c > 0 ne dt!pendant que de N et K telles que, pour tout E > 0, on puisse 
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trouver R > 0 (ne dkpendant que de N, K et E) tel que 
P(rt>c(CL(t)~+rCgPO~TtOUtt)~l-& 
dks que rg > R p.s. 
Preuve. - ConsidCrons une constante c > 0 que nous dkterminerons 
ultkrieurement. I1 existe une martingale locale Zt telle que 
7-t = TO + zt + ; 
at 
I 
q9 (V dr) ds 
. 0 
Notons A 1’CvCnement {l&l 5 c(p(t))k + 2 pour tout t}. 11 
existe une extension (fi, Z?) de (0, 23) et un brownien fit sur fi tel 
w zt (4 = &zt (tl.j) (4. 
On a P (A) 2 @ (@(z,, 1 5 cp (t)k + 9 pour tout t) si TO > R p.s., 
done P(A) > 1 - E si R 2 RI (c, &) (lemme 4.1.) 
Notons ensuite C la constante telle que 3 > C r-“/’ pour tout 
T > Ro et considkrons la fonction J’ (t, U) dkfinie pour ‘u + Zt > 0 par 
f(t,u) = &+I+&)- a/2 La solution ?jt de l’kquation . 
est dkfinie sur un intervalle maximal [0, T[. 
Prenons c = & ($)k et y = 3 - 1 et montrons que sur A on 
2J2 
a pour tout t E [0, T[ l’inCgalit6 
(4.2) -0 + zt L y 7-o + c (/I (t))& 
On a en effet p.p. sur [0, T[ 
done sur l’ensemble A 
En intkgrant de 0 B t on obtient 
tit +cp(t)k + F > 2 _ [(?g+~+(l+p]~ 
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puis, par Hijlder 
lit + cp(t)k + q 2 2 -*[“Iii I ((l+;)!2@)*] 
done finalement 
vt+Zj 2 (3.2- -l)r”+(2-& ((I+;) 3-24 ,l,(t)* 
ce qui donne 1’inCgalitC (4.2). 
Posons maintenant TL~ = rt - Zt . On a done 
1 
I 
at 
‘W = r” + 2 us (V dr) ds 
et si To = inf {t : ~j 5 3 TO}, 0; 1 p.p. sur [0, To[ ‘lit > X,l f (t, ut) 
(proposition 2.2) pourvu que ~0 > y p.s. Cela entraine ut 2 ‘Us sur 
[0, T A To[ (proposition 2.8) et par conskquent sur l’ensemble A 
7-j > yro +cp(t)k 
pour 0 5 t < TATo. I1 en rksulte d’abord que sur A, on a T < To, 
car l’inCgalit6 To < T entrakerait que r’~, = y G$ ce qui est incompatible 
avec TT~ 2 77-0 + c,u(To)k. On voit ensuite que sur A on a T = oc 
p.s. En effet T < cc entrainerait 
limt+o (7-t + &) = 0 011 30 
ce qui est impossible puisque sur [0, T[ on a 
y 7-g + c p (t) 52 5 Vt + 2, 5 rt 
On a done T = cc sur A et par conskquent pour tout t 2 0 
rj > 77-0 +c(p(t))k 
11 suffit de prendre R = max (y j RI (c, E)) oh RI (c! E) est dCfini au 
lemme 4.1 et si TO 2 R p.s. on a 
P(rt>7ro+c(~(t)~pourtoutt)>l-& n 
On en dCduit le r&ultat de divergence suivant. 
PROPOSITION 4.3. - Les hypothkses sur N &ant celles de la proposition 
4.2, si Yt une martingale KQC 2 valeurs dans N et rf = d (~0, Y,), p.s. sur 
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{s,‘” Xi ds = co} on a lim? tX --+ 
P (t) 2+a 
2 c, oic c d&ye la constante 
jigwant dans la proposition 4.2. En particulier Yt tend vers I’inJini. La 
proprie’te’ est encore vraie pour toute martingale KDB ir trajectoires p.s. 
non borne’es sur {s,‘” Xi dt = w} (ce qui est rkalise’ si on suppose 
u’ > 0 sur R+). 
Preuve. - &ant don& E > 0, notons T = inf {t : rt > R} ou 
R est determine par la proposition 4.2, et (Pl,$) une version reguliere 
de la nrobabilite conditionnelle de P sachant &. On definit Yt par 
1 
= co}. Posons it = d (fi> yo), I? = Yf+r sur (7 < co} et Yt = Yu sur (7 
A; = x1 t+T l{ T<(x)} et ,4(t) = $ A,: ds. 
La proposition 4.2 entraine 
p I,’ 
tandis que les propositions 3.8 et 3.9 montrent que l’on a T < co p.s. sur 
{sofh^ A: dt = co}. On en deduit que 
(./ 
+x +K. 
P 
0 
d’oti le resultat. n 
4.B. - Dans le paragraphe precedent des hypotheses de majoration 
de la courbure ont conduit a une estimation inferieure de la vitesse de 
propagation des martingales. Dans cette section nous allons supposer que 
N est complete a courbures sectionnelles minorees par -k2 (k 2 0) et en 
deduire des inegalites controlant la divergence des martingales. Soit Yt 
une martingale a valeurs dans N. Notons Xi la plus grande valeur propre 
de sa variation quadratique nt et ,u (t) = $ Xi ds. Pour tout T 2 0, on 
definit un (&)-temps d’art& 7~ par TT = inf {t : p (t) 2 T}. 
PROPOSITION 4.4. - Si N est compkte b courbures sectionnelles minore’es 
par -k”, il existe une constante A ne dkpendant que de k et de la dimension 
r~ de N telle que pour tout entier q 2 0 on ait 
p (v 30, SUPTq<t<Tq+l d(W’+A(q+ I)~‘~) I ’ e-(‘l+l) 
(9 + 1)1’2 
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Preuve. - Prenons pour A la plus petite constante telle que A 2 $$ 
et A 1 2nkcoth(kA). Fixons d’abord yo E N et posons rt = d(Yt, yn). 
Nous allons Ctablir la propriete preliminaire suivante 
LEMME. - Si TO = $ p.s., on a 
P (suPo<~<~, r't > A(~l+l)~") 5 
1 ,-b4fl) 
- 
(q + 1)1’2 
Preuve. - Pour tout E > 0, il existe (proposition 2.6) une fonction T“, 
C” sur N - {yo} telle que Ir - ~~1 < E, I@( < 1 + e/2 et pour tout 
vecteur < tangent a N en un point quelconque y # ycr 
(V $F, < o <) 5 (kcoth (kr (y)) + E) I</” 
Supposons 0 < E < $ et choisissons une fonction p, CX sur N 
telle que 
1 
fz? = r.r si yf > h--E 
6’<+ si i 7-‘^ < i 
JdFf < 1 fE 
Posons 5;; = s” (Y,). On a alors 
P(supo<t<T, ft > A(q+ #'") 5 P(~up~~~<~,Tf > A(q+ 1)“’ -E) 
11 existe une martingale locale 2; telle que 
$ = 7; + z,E + ; 
.I 
t 
” Tj,$ (V dF) ds 
Notons T = inf {t : TF > A (q + 1)112 - E} et 5’ = sup {t < T : T$ < 
Tg}. Si T est fini, on a pour S < t 5 T 
11,(Vd?;i)<rr.~:(kcoth5(~~-~)+~) 
done 
2-g - 2; 2 A (q + l)l/” - 
71 
E - 5’0 - - (k coth k (;T;i, - E) + E) 
2 J 
A,; ds 
S 
et par consequent si T < ~1 
2supo<t<rI l-G1 1 A (4 + l?‘” - -~+;(kcothk(+t)+e) 
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11 existe une extension (6, P) de (0, P) et un brownien /?‘t sur fi tel 
que 2; (w> = PIT; (ul)) (6). On a 
(Z,i) = 
./ 
done (2:) 5 1 + E 
0 
pour t < ~1. 11 en resulte que 
P ( SUP~<~<~~ s;f > A (q + l)l” - E - > 
F p ~suPo<~<~+E I& 2 A (q + 1)“’ -- 
- E - Ffj - ; (k coth k (5”o - E) + E) 
> 
-~(kcothk(+~)+~) 
> 
En faisant tendre E vers 0 on obtient 
P (su~o<t<r~ > A (q + 1)“2) 
d’oh l’egalite annonde. 
Fin de la preuve de la proposition 4.4. - Montrons d’abord que l’on a 
(4.3) p bPO<t<TI d(Yt, Yo) > A (q + 1)““) I ’ ,-(rl+l) 
(q + 1)1’2 
On peut en conditionnant par rapport a Bu supposer qu’il existe yo E N 
tel que Yo = yu p.s. Notons alors 7 = inf {t : d (Y,; yo) 2 t} et 
definissons Yt par Yt = Y jfT sur {T < o;)}, Yt = Yo sur {T = CC}. 
Posons I;(t) = Ji At+, llTCml ds et fq = inf {t : j2 (t) 2 1). 
A l’aide dune version reguliere (PU,) de la probabilite conditionnelle 
de P sachant &, on peut Ccrire 
P (suPo~~<~~ d(K YO) > A (4 + 1)1’2) 
I E (l{~<oo) Pw (suPo~~<~~ d(% yo) > A (q + I?‘“)) 
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et le lemme entraine (4.3). 
Pour terminer, il suffit de conditionner par rapport a BTU en posant n 
Yt = Yt+r, sur {rcl < oc} et Yt = Yo sur {TV = oo}. Si (Pll,) designe une 
version regulibe de la probabilite conditionnelle de P sachant a,,,, on a 
p CT,1 < 00, SUP7*<f<Tg+, d(Y,, YT,! > A (q + l)l” = 
= Jf3 (l{Tq<‘XI} pw hPog<-i, d (ri,, I$) > A (q + 1)““)) 
avec ?I = inf {t : $ A,:+,., 1{T4<K,) ds 2 1). La majoration resulte 
immediatement de (4.3). n 
PROPOSITION 4.5. - La conclusion de la proposition 4.5 subsiste si on 
suppose que N est compl2te, b courbures sectionnelles nkgatives ou n&es 
et & courbure de Ricci minorke par -(rl - 1) k”. 
Preuve. - 11 est loisible de supposer N simplement connexe en passant au 
revetement universel. L’hypothese sur les coubures sectionnelles, entraine 
que le cut-locus d’un point quelconque yo de N est vide, done la fonction 
T (y) = d (y, ya) est C” sur N - {y/o}. On peut trouver une fonction T 
de classe C2 sur N telle que r(y) = r‘ (y) si d (yy, yo) 2 $, r(y) < 2 si 
d (y7 yo) < $ et I&l 5 1. 11 existe une martingale locale Zt telle que 
F-(Yt) = T-(K)) + zt + f 
.t 
J 
7.5 (V dp) ds o 
et on a (Zt) 5 h (t). On suppose alors dans un premier temps que 
d (Yo, yo) = $ et on applique a ;r; (Y,) le raisonnement du lemme precedent 
en remarquant que si d (~0, Yt) 2 2, on a par la proposition 2. I 
et 
73.9 (V d?;) 5 (TX - 1) A; k coth (kr (Y,)), 
P (wolt<q d(Yt, yo) > A (q + 1)1’2) 
= P (sup05t<rl r (i;) > A (q + l)l’“) 
On conclut ensuite de la m$me faqon. H 
Nous allons tirer des deux propositions precedentes les conclusions 
suivantes : 
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PROPOSITION 4.6. - On suppose que Yt est une martingale a valeurs dans 
une varie’te riemannienne N complete, a courbures sectionnelles minore’es 
par -k2, ou a courbures sectionnelles negatives ou nulles et a courbure 
de Ricci minore’e par -(n - 1) k2. Alors, il existe p.s. q (w) tel que pour 
tout q > q (711) 
s”pTq<t<r,+I d(K, K,) L A (4 + l)l’” 
et on a de plus 
p (Pour tout 41 SUPTq<t<T,+, d(Yt, YTJ 5 A(q+ 1)l”) > ; 
Preuve. - Notons Eq l’evenement {~upr~~~<r~+~ d(Yt, YT,) > 
A (q + l)r/“}. L’inCgalitC P (Eq) 5 e-(q+l) entraine que 
done, par Borel-Cantelli, p.s. l’evenement E, ne se produit qu’un nombre 
fini de fois, ce qui prouve la premiere assertion. La seconde resulte 
immediatement des inegalites 
p (pour tout 4, supTq<t<Tqjl a! (Y,, K,) 
5 A (q + 1)1’2) 2 1 - c, P (Eq) 
1 
1 1 - - >z n 
e-l 5 
4.6. - Nous sommes maintenant en mesure de demontrer l’existence 
d’une direction asymptotique pour une martingale KDB sous certaines 
hypotheses. 
THI?ORI?ME 2. - Soit Yt une VN-martingale KDB sur une variete 
riemannienne N complete, simplement connexe, a courbures sectionnelles 
minore’es (ou a courbure de Ricci minoree et a courbures sectionnelles 
negatives ou n&es), satisfaisant la condition (C) pour un point yo. On 
suppose de plus que la de’rivee a’ de la fonction a ne s’annule pas lorsque 
Yt n ‘est pas K-quasi-conforme. Si on note (rt , ot ) les coordonnees polaires 
de pole yo de Yt, p.s. ai converge vers une limite ow dans la sphere unite’ 
de TyO N. 
Preuve. - L’application expy, est un diffeomorphisme de T,, N sur 
N (proposition 2.3) et sur {s,‘” Xi ds < o;)}, yt converge p.s. dans 
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N (theoreme 1 et proposition 3.5) done at converge. 11 reste a voir ce 
qui se passe sur {Jlx Xi dt = ce}. Notons p (t) = & XX: ds et pour 
tout 4, TV = inf {t : p (t) 2 q}. I1 existe p.s. un entier ql (w) tel que 
q 1 ~1 (w) entraine 
supTq~t<Tq+l d (Y,,, yt) 5 A (q + l)l” (proposition 4.6) 
La proposition 4.3 entraine p.s. I’existence de ~2 (w) tel que pour tout 
4 2 42 (4 
inftlTq d (Yt, yo) > cqk 
Notons 0 (x, y) l’angle des geodbiques joignant yn respectivement a z 
et 3. Comme on a cq* > 2 A (q + 1)1/2, on peut trouver d’apres la 
proposition 2.5 un entier q3 tel que 
pour tout q 1 min (ql, 42, 43). Cela entraine que (aT,) est de Cauchy 
dans la sphere unite done convergente vers une limite ox, et en m&me 
temps CJ~ converge vers uK, lorsque t tend vers l’infini. n 
Remarque. - La conclusion du theoreme subsiste saris l’hypothese 
a! > 0 pour toute martingale KDB a trajectoires p.s. non bornees sur 
Ch+” A,; dt = CXI}. 
Lorsque le point de depart Yo de Yt est suffisamment Cloigne de ya on 
peut estimer sommairement la probabilite que la direction asymptotique de 
Yt diffire peu de sa direction initiale. 
PROPOSITION 4.7. - Sous les hypothbses du tht!orZme 2, pour tout E > 0 
il existe R ne dtfpendant que de E, K et N tel que 
P (d (na q) < &) > 2 5 
pourvu que d (Yo, y/o) 1 R p.s. 
Preuve. - On a pour tout q 
sUP7q<t<Tq+l d(Yt, K,) < A(q+ 1)1’2 
avec une probabilite strictement superieure a g (proposition 4.6). D’apres 
la proposition 4.2, on peut trouver R tel que pour tout t 
d(yo, yt) 2 cp(t)k +yR 
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pourvu que d (yu, Yu) > R p.s. On peut done choisir R pour que les deux 
evenements consideres soient realis& avec une probabilite superieure a $ 
et on peut supposer que 
cqk + y R > 2 A (q + l)l” 
pour tout q. On applique la proposition 2.5 en supposant y R superieur a 
la constante Ro figurant dans cette proposition, d’ou 
CA (q + l)l”? exp (-Cl (cq, ‘-& + #-:) 
avec une probabilite superieure a g. On peut enfin choisir R tel que le 
membre de droite de cette inegalite soit inferieur a E. w 
5. Non d6gCnCrescence de la direction asymptotique d’une martingale 
KQC et applications 
5.A. - Nous considerons une martingale KQC Yt a valeurs dans 
une variete riemannienne N complete, simplement connexe, a courbures 
sectionnelles minorees (ou a courbure de Ricci minoree et a courbures 
sectionnelles negatives ou nulles) satisfaisant la condition (C) pour un 
point yu. Nous allons tout d’abord nous interesser a la loi de la direction 
de Yt a la sortie d’une boule de centre yo, de rayon R. L’application 
expllo permet d’identifier N a T,, N. Notons yl , . ..! y,, un systeme 
de coordonnees normales globales au point l/o et I’fj les symboles de 
Christoffel relatifs a ce systeme de coordonnees. Le generateur Dt de Yt 
s’ecrit alors Dt = 3 q;’ (dij - I’$ &.) Oti r]iJ = nf (dy’ 0 dyJ ). On note 
comme d’habitude X: la plus grande valeur propre de nt, ,LL (t) = Ji Xi ds 
et pour tout T 2 0, T-T = inf{t : I 2 T}. Alors Yt = Yt*TT est une 
martingale KQC de generateur fi, = l{tsrT} Dt et de variation quadratique 
l{tSTT} qt. Nous allons utiliser la transformation de Cameron-Martin sous 
la forme suivante. 
PROPOSITION 5.1. - Supposons qu’il existe Co tel que sup+ lYtl 1. Co p.s. 
et notons i1 = 1 t jtlTTj X: la plus grande valeur propre de et. 
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Pour tout processus progressif Wt h valeurs dans 7j,,,N. tel qur 
IIVtl 5 CA:, il existe une probabilite’ Q sur (62: t?) absolument continue 
par rapport L? P, telle que T^; soit une Q-semimartingale de gknne’rateur 
iA + wt. 
Preuve. - Le rang de e+ etant Cgal a r~ ou nul, on peut associer a lV+ un 
processus 7rf progressif a valeurs dans 5”;” N tel que + (0, 7rt) = (0, Wt) 
pour tout 8 E T;” N, en prenant 7rt = 0 lorsque Gt est nul. I1 est facile 
de voir que 7rt est bomee. En effet Yt est bomee par l’hypothese, et 
compte-tenu de l’equivalence des metriques euclidiennes et riemanniennes 
dans les parties bornees de r,,,] N, il existe une constante C’ > 0 telle que 
d’ou (it 1 5 $&. Notons Zt la martingale locale vectorielle telle que 
et Ut l’integrale d’It6 .,i (TT,$~ dZ,,), qui est une martingale locale de 
processus croissant (Ut) = J;’ e,+ (K 0 T., ) ds. Comme I& (‘ir, 0 T,, ) 1 5 
Ct it, on a (Ut) < Cl T, done Ut est une martingale, ainsi que 
Rt = exp(Ut - i (Ut)). 
En Ccrivant 
R: =exp 
( 
2Ut- t(2Ut) 
> 
e:xp (Ut) 
on obtient E(g) 5 ec’l T, ce qui montre que Rt est une martingale de 
carre integrable. Posons R,, = limtix Rt et notons -Q la loi sur (0: B) 
admettant R, pour densite par rapport a P. Posons Zt = Zt - .I;: W, ds 
et pour tout H E T$ N 
J 
*t 
ij,\ (8 0 8) ds 
0 > 
On a 
R,. @ = exp 
(i * 0 
ou l’integrale d’It6 & (6’ + T,*, dZ,,) (calculee pour la loi P) est une 
martingale car son processus croissant est major6 par Cz T pour une 
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constante convenable C;?. Done Rt @ est une P-martingale, ce qui 
entraine que Ri,” est une Q-martingale pour tout H et done & est une 
Q-martingale locale. La conclusion en resulte. n 
Nous allons d’abord appliquer le resultat precedent pour montrer que 
Y+ peut rester proche de sa position initiale assez longtemps avec une 
probabilite non nulle. 
PROPOSITION 5.2. - Pour tout T > 0 et tout E > 0, on a 
P (SllP”<t<TT lyt - x,1 < E) > 0 - 
Preuve. - En conditionnant par rapport a Ba on peut supposer qu’il 
existe ?J tel que Y(j = y p.s. En rempla$ant Yt par la semimartingale Y,,,s 
stoppee a l’instant de sortie S de la boule euclidienne de centre 71 et de 
rayon E, on peut supposer Yt bornee. 
11 est immediat que le vecteur tangent Vt = $ & oil vf = 
-; $&,} n;i r), (Y,) sa is al a une condition IV, 1 5 C i: (avec les t’ f ‘t 
notations de la proposition 5.1) et il en est de meme de 
Soit cp une fonction C’ a support compact sur T!,O N telle que 
cP(E) =J - Yl’ P our ]< - y ] 5 E et remarquons que (b,t + Wt) cp = 
110. ;[ (1% - Yl) tr7jt. 
On peut associer a Wt une probabilite Q telle que Yt soit une Q- 
semimartingale de generateur 6, + Wt. 11 existe done une Q-martingale 
locale ct nulle en 0 tel que 
P 0%;) = et + 
./ 
t 
0 
I[(). ;[ (IF, - YI) tr7j.5 ds 
et on voit facilement que (<t) 2 CT. Notons alors Sa = sup {t < S : 
1% - y 5 $}. Si S 5 rr, on a (B,.\ + WV) cp = 0 pour tout s E [SO, S], 
done (‘s - (‘s,) = y et par consequent 
Utilisons alors l’existence d’une extension (fi, cl Q) de (0, B, Q) et 
d’un brownien @ sur (0, B, Q) tel que <t (w) = [31cl (,,~I) (6). 
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I1 en rCsulte que 
done, Q (S > 7~) > 0. Comme Q est absolument continue par rapport B 
P, on a bien P (~up~~~<~~. IYt - 91 < E) > 0. w 
Nous allons en dkduire une prop&&! du support de la loi de Yt. 
PROPOSITION 5.3. - Soit %IJ : [0, T] + T,,, N un chemin continu tel que 
w (0) = 0. Alors, pour tout E > 0 on a 
p (SUP"<t<T, IF - X) - 70 (CL(t))1 < E) > 0 
Preuve. - On peut Cvidemment supposer ‘w de classe C1 et en 
conditionnant par rapport ZI Bo, se placer dans le cas oh il existe TJ E fV 
tel que J$ = y p.s. Posons R = s~I>~<,~<~ Iw (s)l et notons S l’instant de -- 
sortie de la boule de centre ?/ et de rayon R + E. On peut en remplaqant 
Y+ par Yt~s supposer Y+ bornke. 
11 faut montrer que 
p (SUP”<t<.,T 1% - ?/ - w (b @))I > F) > 0 
avec Ff = ~~~~~ et 1;(t) = J l{,slT,l,} A,: $s. 11 existe (proposition 5.1) 
une probabilitk Q absolument continue par rapport h P telle que ?t 
soit une Q-semimartingale de gCnCrateur fit + 1ifsT7. 1 X-t ti (1-1 (t)). Done 
e - w(b(t)) t es une Q-semimartingale de gCnCrateur &, A laquelle on 
peut appliquer la proposition 5.2, d’oh la conclusion. n 
Remarque. - Les propositions 5.1, 5.2 et 5.3 prhkdentes sont inspirkes 
de [16] (p. 168-169) et [17] (p. 340). 
Nous pouvons maintenant ktudier la non-dkghkrescence de la loi de la 
direction asymptotique de Yt 
TH~OR~ME 3. - Soit Yt une Q-‘--martingale K&C telle que la plus grande 
valeur propre Xi de sa variation quadratique ve’rifie p.s. ji;‘” X: dt = OG 
dejinie sur une varie’te’ riemannienne N complete, simplement connexe, a 
courbures sectionnelles minorees (ou a courbure de Ricci minoree et a 
courbures sectionnelles negatives ou nulles) satisfaisant la condition (C) 
pour un point T//O. Si on note (rt: IT+) les coordonnees polaires de pole yo de 
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Yt, (it converge p.s. vet-s une limite Ok, dont la loi admet la sphkre unite’ 
de T,!, N pour support. En particulier elle est non dt!gge’ne’rt?e. 
Preuve. - L’existence de CT~ resulte du theoreme 2, et on sait 
(proposition 4.3) que Yt tend vers l’infini. En conditionnant par rapport B 
&I, on peut supposer qu’il existe Y E N tel que Yo = y p.s. Le theoreme 
va resulter du lemme suivant sur la loi de sortie de Yt d’une boule. 
LEMME. - Pour R > d (yo, y) notons SR l’instant de sortie de Yt de la 
houle ouverte de centre yyo de rang R. Alors la loi de asx est diffuse et 
admet pour support la sphPre unite’ de T,/, N. 
Preuve. - Soit (T un point quelconque de la sphere unite de T,, N. On 
identifie par l’application expllO, N a Ty,) N et done yo a l’origine 0 de 
TV,, N. Soit 0 < E < R - 1 y] et notons w : [0, R + &] --+ !&,, N un chemin 
continu tel que ‘UI (0) = y, ]w (-t)] 5 ]yyI pour 0 5 t 5 ]?y] et w (t) = ta 
pour ]y( 5 t < R + E. 
Notons A l’evenement {~upu~~<~,+, ]Yt-w (p (t))] < E}, de probabilite 
strictement positive (proposition 5.3). Sur A, on a ]YTR+< - (R + E) B] < E 
done ]YTx+: I > R. Cela entraine SR < Tfl+~ et ]Ys, - w (p (S,))] < c. 
Cette derniere inegalite n’est possible par la definition m&me de w que 
pour /y < /L (SR) 5 R + E, done Ys, est alors a une distance strictement 
inferieure a E du segment [I y /) (7, (R + &) a]. L’hypothese 0 < E < R - 1y 
entraine que la projection orthogonale de Ys, sur la droite passant par 0, 
dirigee par cr appartient B ce segment. On en deduit que R sin ]g,yH -CJ < E 
done 1~5, - a] est arbitrairement petit avec une probabilite non nulle. La 
loi de asn admet done la sphere unite de T,,, N pour support, et elle est 
diffuse comme on le voit en appliquant la proposition 3.6 a la martingale 
YtAS,(. n 
Fin de la preuve du thkordme. - Notons ( PLr) une version regulihe de 
la probabilite conditionnelle de P sachant as,. D’apres la proposition 4.5 
appliquee a Yt+sR on a p.s. P,,, (d (a,, cs,?) < ~1~) > $ pour R assez 
grand. On en deduit que 
P(d(ax> 0) < 4 1 E(l{d(a,,,a)<C!2}P((,(d(cr,, TS,) < ; >) 
>O n 
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5.B. - Nous allons d’abord dCduire du thCor&me prCcCdent l’existence de 
fonctions harmoniques bornCes non constantes sur une variCtC N SOW les 
hypothbses pr&Cdentes. Pour cela, notons 0 l’espace des chemins continus 
de R+ dans N, muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout 
compact, f3 la tribu borClienne de a. (B t ) sa filtration naturelle et pour tout 
t 2 0, dt le shift de Markov. Les ensembles A E B tels que 19-l A = A 
pour tout t > 0 sont dit invariants et forment une sous-tribu J de I3. 
Le lien entre la tribu invariante ,J7 et l’existence de fonctions harmoniques 
bornCes non triviales est contenu dans la proposition suivante 
PROPOSITION 5.4. - On suppose que N est une varie’te’ riemannienne 
stochastiquement complkte. Pour tout TJ E N on note P, la probabilite’ sur 
0 du brownien de N partant de y. S’il existe ~1 E N tel que P, (A) = 0 ou 
I pour tout A E J, toute,fonction harmonique born& sur N est constante. 
Re’ciproquement si toute function harmonique born&e sur N est constante, 
pour tout A E ,?, on a 
P, (A) = 0 pour tout y E N. ou P, (A) = 1 per tout y E N 
Preuve. - Commenqons par la r&ciproque. Soit A E 3. Posons 
cp (y) = P, (A). On a par la propriCtC de Markov et I’invariance de A 
(5.1) cp (Yt) = P, (4%). P,. P.S. 
done cp (Y,) est une P,-martingale. En prenant 1’espCrance on obtient 
que cp est invariante par le semi-groupe Pt du brownien Yt de N, done 
harmonique. D’aprks I’hypoth&se cp est constante, done P, (A) ne dCpend 
pas de y. En faisant tendre t vers l’infini on dCduit de (5.1) que 1.1 est 
P,-p.s. constante. On a done P, (A) = 0 ou 1. 
Supposons maintenant I’existence d’un point :r/ de N tel que P, (,4) = 0 
ou 1 pour tout A E J et consid&ons une fonction harmonique bornCe ‘p 
sur N. Alors cp (Y,) est une P,-martingale, continue, bornke done P,,-p.s. 
convergente vers une limite (pX et on a 
(5.2) 
Or ~p,~ est J-mesurable done P,-p.s. constante. Ceci entraine avec (5.2) 
que cp est P,-p.s. constante le long de chaque trajectoire de Yt, done 
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constante, le brownien partant de y ayant une probabilite non nulle de 
visiter un ouvert non vide quelconque de N. n 
PROPOSITION 5.5. - Si N est une vat-i&e’ riemannienne complete 
simplement connexe, a cow-but-es sectionnelles minorees (ou a courbure de 
Ricci minoree et a courbures sectionnelles negatives ou nulles) satisfaisant 
la condition (C) pour un point y/o, il existe sur N des fonctions harmoniques 
borne’es non constantes. 
Preuve. - Les hypotheses entrainent que N est stochastiquement 
complete, done son brownien partant d’un point y est une martingale KQC, 
avec K = 1. Par le theoreme 3 il posdde une direction asymptotique (T,, 
dont la loi sous P, a un support dense dans la sphere unite de 5&N done 
est non dCgCnCrCe. Comme g% est J-mesurable, P, est non dCgCnCrCe 
sur J d’ou la conclusion. w 
Nous allons en deduire une generalisation du petit theoreme de 
Picard. Considerons deux varietes riemanniennes (M. g) et (N: h), 
et une application harmonique f de M dans N. Pour tout point z 
de M, il existe une base orthonormale (~‘)1+<,,~ de 2°F M telle que 
f* h, (x) = Ci!!l y, (x) wi o w’ avec yi (x) 2 y2 (z) > . . . > y,,, (z) > 0 
et m, = dim M. S’il existe K 2 1 tel que yr (z) 5 K y;! (z) pour tout :I: 
on dit que f est B dilatation bornee, et si on a y1 (z) 5 K y,,, (z) pour 
tout 5, on dit que f est K-quasi-conforme. Notons rl (z) l’image par 
l’application tangente T f (z) de la metrique de 7’: M. I1 existe une base 
orthonormale (e,)r<,<,, de T~c,~) N telle que 77 (3;) = Cy=r A’ (x) ei o r;, 
avec X1 (2;) > X2 (z) > . . . > A” (z) et n, = dim N. Les y’ (z) sont 
les valeurs propres de T f (z)* . Tf (z) tandis que les A’ (z) sont les 
valeurs propres de Tf(z).Tf (z)*. Si on note r(z) le rang de Tf (z), 
on a A’ (2~) = yi (2~) p our i 5 T(Z), A’ (2~) = 0 pour T(Z) < i < n 
et y; (3;) = 0 pour r’ (3:) < i 5 m. Lorsque M est stochastiquement 
complete, l’image Yt par f du brownien Xt de M partant d’un point n: 
de M est une martingale de variation quadratique 7 (Xt ). 11 resulte de ce 
qui precede que f est a dilatation bomee par K si et seulement si Yt est 
une martingale KDB. De m&me f est K-quasi-conforme si et seulement 
si Yt est une martingale KQC. 
Nous avons alors le resultat suivant. 
THI?OR&ME 4. - Soient M une variete riemannienne stochastiquement 
complete telle que toute fonction harmonique bornee sur le revetement 
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universe1 %l de M soit constante, et N une varie’te’ riemannienne cornpEte 
ir courbures sectionnelles minore’es (ou 2 courbure de Ricci minor&e et 
L? courbures sectionnelles nkgatives ou nulles) telle que le rev&ement 
universe1 N de N satisfasse la condition (C). Alors toute application 
harmonique quasi-conforme de n/l dans N est constante. 
Preuve. - Un argument de relevement permet de supposer que M et 
N sont simplement connexes. L’image I/t par .f du brownien de M 
partant d’un point n: est une martingale KQC. Notons A: la plus grande 
valeur propre de la variation quadratique de Yf et A l’evenement invariant 
(.I;” x: dt = co}. 
On a done (proposition 5.4), P,,. (A) = 0 ou 1. On ne peut avoir 
P,,. (A) = 1 car Yt possederait une direction asymptotique gxr. de loi 
non degeneree (theoreme 3) ce qui contredirait l’hypothese sur M. On 
a done P,. (A) = 0, ce qui entraine la convergence p.s. de Yt vers une 
variable aleatoire Y, a valeurs dans N (proposition 3.5). Comme Y, est 
,Ii-mesurable, elle est p.s. constante. I1 en resulte que Y+ est p.s. constante 
(proposition 3.6). Le brownien de n/l visitant tout ouvert non vide avec 
une probabilite non nulle, .f est constante. n 
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